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Resumen

Es muy importante fomentar en nuestros alumnos y alumnas el espiritu de ingenio e investigacion a la
hora de abordar cualquier problema, sea en matematicas o en otro campo.

En este articulo pretendemos dar una vision de la elegancia e ingenio de las matematicas en la Antigua
Grecia mediante la exposicion de un algoritmo inventado por los matematicos griegos.

Palabras clave
Pitagoras
Maximo comun divisor
NUmeros enteros
Algoritmo de Euclides
Ecuaciones diofanticas

1. CONTEXTO HISTORICO

Aunque el origen de los numeros debemos buscarlo en civilizaciones muy antiguas, el primer estudio
serio de los numeros se atribuye a los Griegos y, en particular, a Pitdgoras y sus discipulos.

Se sabe muy poco acerca de la vida de Pitagoras, pero aun asi, vamos a intentar esbozar una pequefia
semblanza de su figura.

Pitagoras naci6 alrededor del afio 569 a. C. en una isla del mar Egeo llamada Samos. Segun diversos
estudios, Pitagoras se formo en Egipto y Asia Menor antes de emigrar a Sicilia con su madre.
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Alli inauguro Pitagoras su propia escuela en la colonia griega de Croton, en el actual sudeste italiano.
Sus escuelas tuvieron mucha aceptacion, gozando de gran éxito de publico.

A partir de las escuelas, Pitagoras fund6 una hermandad secreta que se hizo conocida con el nombre
de “Pitagoricos”. Se dice que Pitagoras daba conferencias dirigidas al gran publico y otras dirigidas solo
a su comunidad pitagorica.

La comunidad Pitagorica vivia segun estrictas normas de conducta, entre ellas el vegetarianismo. Pero
quiz& la norma mas importante de la Hermandad Pitagorica consistia en mantener el secreto sobre los
descubrimientos matematicos realizados por sus miembros; secretos que debian ser mantenidos dentro
del &mbito de la Hermandad.

Cuenta la leyenda que un miembro de la comunidad Pitagorica fue condenado a morir ahogado por
romper su juramento de silencio y ufanarse en publico de haber afadido el dodecaedro a la lista
conocida de solidos regulares.

Este estricto codigo de conducta y el hecho de ser una organizacion secreta llevaron a la Hermandad
Pitagdrica a dominar el mundo politico de la colonia griega en Croton.

Sin embargo, empezaron a ser impopulares hasta que fueron derrocados en una revuelta local
alrededor del afio 500 a. C. durante la que muchos miembros de la comunidad Pitagorica e incluso el
propio Pitagoras fueron asesinados.

Aunque despojados de su influencia politica, los Pitagéricos se estructuraron rapidamente como
sociedad matematica y filosofica y siguieron cultivando la ciencia y las matematicas durante otros
doscientos afos.

El secretismo con el que habia trabajado la Hermandad Pitagorica fue abandonandose poco a poco y
se empezaron a escribir tratados que contenian muchas de las ensefianzas y doctrinas de Pitagoras.

Segun Pitagoras las Matematicas estaban divididas en cuatro disciplinas:

aritmética,
musica,
geometria
astronomia.

Pitagoras es especialmente recordado por sus contribuciones al estudio de la geometria entre los que
se encuentran muchos teoremas sobre geometria plana, triAngulos y circulos. De todos estos teoremas,
el mas importante es el teorema que lleva su nombre y que es basico para el desarrollo posterior de las
matematicas.
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En el campo de la aritmética, Pitagoras se dedicO a problemas de teoria de nimeros de cuatro tipos:

nameros triangulares, pentagonales, etc
proporcion,

divisores

ndmeros en sucesiones.

Pitagoras emple6 ideas geométricas para interpretar y dar respuesta a muchos de estos problemas
sobre teoria de nimeros.

Los Pitagéricos estaban fascinados por los aspectos misticos del nimero. Se dice que el lema de la
Hermandad Pitagorica era “Topo ES NUMERO”, 10 que nos hace ver la idea subyacente a las teorias de
Pitagoras de que todo, sea fisico, metafisico o matemético esta basado en los niUmeros naturales 1, 2,
3,...

Damos a continuacion una pequefia vision de cémo entendia la Hermandad Pitagorica su concepto
mistico del ndmero:

e El nimero 1 es el numero que representa la razon de todas las cosas ya que generara todo los
demas numeros.

e El nimero 2 es de naturaleza femenina, es decir, par. El nimero 3 es de naturaleza masculina,
es decir, impar.

e Por lo tanto, el nimero 5 (= 2 + 3) representa al matrimonio, como unién de lo femenino y lo
masculino

e Si vamos un poco mas lejos, podemos deducir que el numero 8 representa la procreacion al
afiadir potencia (niumero 3) al matrimonio (nUmero 5).

Como vemos, cada numero tenia sus propias caracteristicas y atributos magicos y estaba por lo tanto
relacionado con el mundo sensible y la vida. Sin embargo, el propio Pitagoras hizo afiicos esta teoria
con el que posiblemente sea su descubrimiento mas importante.

Pitagoras demostré que es imposible hallar dos nUmeros enteros tales que el cuadrado de uno de ellos
sea igual al doble del cuadrado del otro; aunque sea facil construir parejas de cuadrados en las que uno
de ellos tenga doble area que el otro.

Mediante estas observaciones, Pitagoras demostro la existencia de niumeros irracionales.
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Siguiendo el ejemplo de Pitagoras, el movimiento matematico basado en el estudio del numero lleg6 a
Alejandria, donde alrededor del afio 300 a.C. se fundoé la Biblioteca de Alejandria, centro de estudio de
la Antigledad.

Con espaciosas salas de lectura, salones para reuniones y conferencias y todas las posibles
comodidades que ofrecia el Mundo Antiguo, la Biblioteca se convirtié en un centro de conocimiento muy
importante — también de conocimiento matematico.

El fundador de la escuela matematica en Alejandria fue Euclides.

Se sabe muy poco acerca de la vida de Euclides aparte de que era de originario de Grecia y que nacio
alrededor del afio 330 a. C. Tanto es asi, que el propio nombre de Euclides ha llegado a convertirse en
sinénimo de los libros que escribid, olvidandonos que detras de esos libros habia una persona.

De los varios libros que escribio Euclides, el mas importante y al que debe su enorme relevancia es el
libro titulado Elementos. Desde su primera edicién en 1482 han visto la luz mas de mil ediciones de esta
joya de la Historia de las Matematicas, lo que ha contribuido a que sea uno de los libros mas difundidos
y estudiados de toda la historia.

Euclides es reconocido fundamentalmente por sus aportaciones a la Geometria. Sin embargo sus
Elementos constituyen una recopilacion de todo el saber matematico de su época y, naturalmente,
contiene mucho mas que geometria.

Este gran libro esta divido en 13 capitulos (o libros) de los cuales los seis primeros constituyen un
tratado sobre geometria elemental del plano. El libro X trata sobre ndmeros inconmensurables y los
ultimos libros XII and XIll, vuelven a hablar sobre geometria, esta vez, en el espacio.

Los tres libros restantes, libros VII, VIII y IX, versan sobre teoria de nimeros.

El Libro VII trata de distintos tipos de niumeros: niameros impares, pares, cuadrados, primos, numeros
compuestos, etc. Este libro incluye el “Algoritmo de Euclides”, que pasamos a exponer a continuacion.

El Libro VIII esta dedicado a las propiedades de los cuadrados y cubos asi como a presentar algunos
resultados sobre progresiones geomeétricas.

El Libro IX contiene un gran nimero de teoremas de especial interés, siendo la joya de la corona de
este libro, la demostracion de Euclides de la existencia de infinitos nimeros primos.
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2. ALGORITMO DE EUCLIDES
Vamos a intentar hallar el maximo comun divisor de dos nimeros.

Podemos hallar la descomposicién en factores de ambos nameros y combinar los resultados. Este
proceso supone un gran esfuerzo de calculo...

Vamos a mostrar mediante un ejemplo el funcionamiento del Algoritmo de Euclides para hallar el
maximo comun divisor de dos ndmeros.

Tomemos por ejemplo los nimeros 3108 y 5291
5291 =1 x 3108 +
A continuacion dividimos 3108 por el resto obtenido en la ecuacion anterior.
3108=1x + 925
Repetimos el proceso, dividiendo en cada paso el divisor anterior por el resto obtenido
=2x925+ 333
925 =2 x 333+ 259
333=1x259+74
259=3x 74+ 37

74=2x37+0

El proceso termina cuando conseguimos obtener un resto cero. Asi, el Ultimo resto no nulo obtenido nos
ofrece la solucion al problema planteado: este resto resulta ser el médximo comun divisor de los dos
numeros dados.
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Pero queremos ir un poco més lejos y ahora nos planteamos el problema de como hallar dos nimeros a
y b tales que
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Vamos a considerar el conjunto de ecuaciones que obtuvimos en el proceso de hallar el maximo comun
divisor de 3108 y 5291 y las vamos a reescribir en orden inverso a como surgen en el proceso anterior.

Asi, empezamos por la penultima ecuacion y obtenemos la siguiente expresion numérica,

37=259-3x74

Si consideramos la ecuacién previa en nuestro proceso, encontramos una expresion para el resto
anterior.

74 = 333 -259
Sustituyendo esta expresion para 74 en nuestra expresion para 37, encontramos esta nueva expresion,
37 =259 — 3 x (333 = 259) = - 3 x 333 + 4 x 259
Si continuamos este proceso, obtenemos el siguiente desarrollo,
37=-3x333+4x(925-2x333)=4x925-11x 333
=4x925-11x (2183 -2x925)=-11x 2183 + 26 x 925
=-11x2183+26x (3108 —2183) =26 x 3108 —37 x 2183

=26 x 3108 - 37 x (5291 — 3108) =- 37 x 5291 + 63 x 3108

Asi que, podemos deducirquem =63yn =-37
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3. ECUACIONES DIOFANTICAS

El término Diofantico referido a una ecuacién hace referencia a ecuaciones para las que solo
buscamos soluciones en niUmeros enteros.

3.1. Ecuaciones diofanticas de dos incognitas

Vamos a utilizar el Algoritmo de Euclides para resolver una ecuacion Diofantica de dos incognitas:

— e, e e m e e, r e, e, — - - —-——-—-

7 \

Hallar dos numeros enteros a y b tales
que

99a+144b=9

- e e e e e e ===

[

Aplicamos el Algoritmo de Euclides para hallar el maximo comun divisor de los dos niumeros 99 y 144
144 =1 x 99+ 45
99=2x45+9
45=5x9+0
Asi encontramos que m.c.d. (99, 144) = 9
Reescribiendo estas ecuaciones en orden inverso encontramos lo siguiente,
9 =99-2x45
=99 — 2 x (144 — 99)
=3x99-2x144

Asi obtenemos los siguientes valores para nuestras incognitas a 'y b:
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3.2. Ecuaciones diofanticas de tres incognitas
Pero... ¢Como resolvemos una ecuacion diofantica de 3 incégnitas? Pues aplicando el algoritmo de

Euclides.

!

i Hallar dos nimeros enteros a y b tales
: que
|
|
\

99 a+144b+176c=1

..................................

En el problema anterior hallamos el maximo comuan divisor de los nimeros 99 y 144,
Asi, hemos obtenido el resultado,

m.c.d. (99, 144)= 9

Vamos a continuar el proceso hallando el maximo comun divisor de los numeros 9 y 176

176 =19x 9 +5

9 =1x5+4
5=1x4+1
4=4x1

Asi encontramos que m.c.d. (9 ,176)=1
Reescribiendo las ecuaciones anteriores en orden inverso encontramos lo siguiente,
1=5-4
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=5-(9-5)=2x5-9

=2x(176-19x9) -9

=2X —-39x 9

Asi, hemos obtenido los siguientes resultados:

1=2x -39x 9 y 9 =3x99-2x144

Combinando estas dos ecuaciones encontramos lo siguiente,
1=2x —39x(3x99-2x144)

1=-117x99+78x 144 +2x

Por tanto obtenemos los siguientes valores para nuestras incognitas a, b y c:
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3.4. Ecuaciones diofanticas de cuatro incégnitas

Hemos visto como utilizar el algoritmo de Euclides para resolver ecuaciones diofanticas de dos
incégnitas y como ampliar el método para resolver ecuaciones de tres incognitas.

Podemos seguir el mismo método para poder resolver ecuaciones diofanticas de cuatro o mas
incognitas.

Como vemos resulta un algoritmo muy elegante y basado s6lo en conceptos aritméticos relativamente
sencillos que son comprensibles para la mayor parte de los alumnos y alumnas de Bachillerato.
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