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Resumen

La Estadistica tiene por objeto el desarrollo de técnicas para el conocimiento numérico de un
conjunto de datos empiricos (recogidos mediante experimentos o encuestas). Al realizar una
investigacion estadistica tenemos que fijar el conjunto de elementos que queremos estudiar, que
llamaremos poblacién o universo. Muestra se denominara a aquél subconjunto limitado extraido de la
poblacion, con objeto de reducir el nUmero de experiencias.
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1. INTRODUCCION

La Estadistica actual es el resultado de la unién de dos disciplinas que evolucionan de manera
independiente hasta confluir en el siglo XIX: el Calculo de Probabilidades, que nace en el siglo XVII
como teoria matemética de los juegos de azar, y la Estadistica, ciencia del estado, que estudia la
recogida y descripcion de datos y que es de raices bastante mas antiguas.

Esto hace que una de las acepciones mas aceptadas de Estadistica sea la que la define como el
conjunto de métodos que tiene por objeto la obtencién, tratamiento y la interpretacién de un conjunto
de datos de observacion relativos a un grupo de individuos o unidades. La Estadistica actia como
disciplina puente entre los modelos matematicos y los fendmenos reales.

Es dificil establecer una cronologia exacta de los origenes de la Estadistica. Desde la antigliedad,
los estados han recogido informacién sobre la poblacion y riquezas que existia en sus dominios
(censos, inventarios...). Por otra parte, desde el siglo XVII se ha tratado de interpretar fenébmenos
biolégicos y sociales de poblaciones a partir de datos numeéricos (tablas de mortalidad, contrastacion
de la teoria de Darwin, estudio de la herencia humana...) mediante procesos deductivos (Estadistica
Descriptiva). Desde finales del siglo XIX, aplicando métodos inductivos (Estadistica Inferencial), la
Estadistica ha visto ampliado su campo de aplicacién a practicamente todos los sectores (Ingenieria,
Fisica, Medicina...).

Asi, la Estadistica se ocupa de la descripcién de datos (procedimientos para resumir la informacion),
del analisis de muestras (elegir muestras representativas y hacer inferencia), de la contrastacion de
hipétesis (comparar predicciones con datos observados), de la medicién de relaciones (relacion
estadistica), de la prediccion (mediante el estudio del historial de las variables), etc.
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El método cientifico se basa en dos tipos de razonamientos: el deductivo (de lo general a lo
particular) y el inductivo (de lo particular a lo general). Ambos tipos de razonamientos daran lugar
respectivamente a la Estadistica Descriptiva y a la Inferencial. Mientras que la Estadistica Descriptiva
trata del recuento, ordenacién y clasificacion de los datos obtenidos por las observaciones y
mediciones, la Estadistica Inferencial, haciendo uso del Calculo de Probabilidades, describe, predice,
compara y generaliza resultados a una poblacién estadistica a partir de la informacion que obtiene
de una parte de la poblacién.

J. Neyman publicé en 1934 el primer trabajo cientifico sobre el muestreo de poblaciones finitas, en el
que establece que la seleccion aleatoria es la base de una teoria cientifica que permita predecir la
validez de las estimaciones muestrales.

En la década de los aflos 40 se desarrollaron numerosos estudios sobre diferentes tipos de
muestreo. Lilian H. y Willam G. Madow fueron los primeros investigadores sobre la teoria de
muestreo sistematico. M. H. Hansen y W. N. Hurwitz profundizaron en el estudio de los muestreos
estratificado y por conglomerados.

Tras los numerosos trabajos presentados en los afios 40 queda definitivamente consolidado el
estudio del muestreo de poblaciones finitas, a lo que contribuyeron las publicaciones de Cochran,
Hansen, Hurwitz y Madow.

2. POBLACION Y MUESTRA

El primer paso en toda investigacion estadistica consiste en fijar el conjunto de elementos que
gueremos estudiar, que llamaremos poblacidon o universo. Cada elemento de la poblacién se
denomina individuo o unidad estadistica. La poblacion puede ser el conjunto de personas de una
localidad, las llamadas telefénicas a una central... Llamaremos muestra a un subconjunto limitado
extraido de la poblacion, con objeto de reducir el nUmero de experiencias.

Una vez fijada la poblaciéon debemos indicar cuéles son las caracteristicas o cualidades que nos
interesan estudiar en esa poblacion, estableciendo la forma en la que deben medirse, las unidades
de medida...

Estas caracteristicas observables en una poblacion se clasifican en cualitativas, que son aquellas
gue no se pueden cuantificar, tales como el color de pelo, el gusto musical, grupo sanguineo,... Las
caracteristicas que no son cualitativas las llamamos cuantitativas, que son aquellas que si se pueden
cuantificar, como es la estatura, el nimero de hijos...

A su vez, las caracteristicas cuantitativas se dividen en dos tipos, las discretas y las continuas. Las
caracteristicas cuantitativas discretas son aquellas que toman valores aislados, como es el numero
de televisores en una unidad familiar o el nUmero de hijos de una pareja. Por el contrario, las
variables continuas pueden tomar cualquier valor comprendido en un determinado rango o intervalo,
aunque muchas veces la unidad de medida no nos permita tal hecho. Esto ocurre, por ejemplo, al
estudiar la altura de una poblacién, que aunque sabemos que es una variable continua, los aparatos
de medida s6lo nos permiten tomar éstas con una determinada aproximacion.

Algunas veces también es preferible, en el caso de las variables discretas con un gran nimero de
resultados, tratarlas como si fueran variables continuas y viceversa.

Una vez obtenida la informacion referente a la variable de estudio, ésta se organiza y resume en las
llamadas distribuciones de frecuencias, que nos proporcionan el nimero de individuos que hay para
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cada uno de los valores de la variable. Estas distribuciones de frecuencias pueden ser de
frecuencias absolutas, que nos dicen el nimero de individuos que presentan un determinado valor
de la variable, o de frecuencias relativas, que nos dan el tanto por uno o por ciento de la poblacion
que presenta es determinado caracter. En ocasiones, también seran de utilidad las frecuencias
acumuladas, en las que cada valor acumula los datos pertenecientes también a los que son menores
que él.

3. REPRESENTATIVIDAD DE UNA MUESTRA

En aquellas ocasiones en las que no resulta posible estudiar cada uno de los elementos de una
poblacion, ya sea por razones econdmicas, de rapidez en la obtencion de la informacion deseada, de
personal disponible, etc. lo que hacemos es trabajar con una muestra. La caracteristica mas
importante que debe tener dicha muestra es la representatividad, que es la que garantiza que el
estudio realizado en ella pueda ser extrapolado a la poblacién de la que ha sido extraida, proceso
que se llama inferencia.

La desventaja o riesgo que conlleva la utilizacidbn de muestras es que éstas no sean representativas.
Por ello a la hora de seleccionar una muestra hemos de especificar claramente:

- EI método de seleccion de los individuos de la poblacion.

- El tamafio de la muestra.

- Grado de fiabilidad de las conclusiones que vamos a sacar, es decir, una estimacion que hacemos
del error maximo que se va a cometer.

Diremos que una muestra esta sesgada cuando no es representativa de la poblacién, debiéndose a
que el método empleado para seleccionar los individuos de la poblacion no ha sido correcto, se han
producido errores en las mediciones de las variables, el entrevistador ha sido imparcial, etc.

Dentro de los errores que se pueden cometer debemos distinguir entre:

- Error o sesgo de seleccion: si algunos miembros de la poblacion tienen mas probabilidad de ser
seleccionados.

- Error 0 sesgo por no respuesta: puede que algunos miembros de la poblaciéon no respondan a las
preguntas o no contesten sinceramente. Estos errores son mas dificiles de detectar y evitar, aunque
se pueden incorporar cuestiones al cuestionario para probar que se ha respondido sinceramente.

En poblaciones homogéneas las muestras son, en general, muy representativas. Por el contrario, en
poblaciones heterogéneas, las muestras son poco representativas. Cualquier poblacion real puede
ser heterogénea, dandose paradojas como la de Simpson, cuando las conclusiones extraidas de
datos divididos en subpoblaciones homogéneas son opuestas a las que se obtienen a partir de datos
agregados.

Para finalizar este apartado diremos que existen parametros que pueden usarse de referencia en el
estudio de la representatividad de una muestra. Asi, el factor de elevacién (cociente entre el tamafio
de la poblacién y el de la muestra) representa el nUmero de elementos que hay en la poblacion por
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cada elemento de la muestra. El factor de muestreo (cociente entre el tamafio de la muestra y el de
la poblacion) multiplicado por 100 representa el porcentaje de poblacion que representa la muestra.

4. TIPOS DE MUESTREO

El proceso por medio del cual es elegida una muestra se conoce con el nombre de muestreo. A la
hora de seleccionar una muestra hemos de tener en cuenta las caracteristicas de la poblacion, es
decir, su grado de homogeneidad o heterogeneidad con respecto a las variables que analizamos. La
clave de un procedimiento es garantizar que la muestra sea representativa de la poblacion. Existen
diversos tipos de muestreo, aunque todas las clasificaciones podrian resumirse en probabilistico y no
probabilistico. Un muestreo es probabilistico cuando puede calcularse de antemano la probabilidad
de obtener cada una de las muestras que sea posible seleccionar, para lo que la seleccion de la
muestra se considera como un experimento aleatorio. Es el Unico muestreo capaz de dar el riesgo
que se comete en la inferencia. Vamos a ocuparnos del muestreo probabilistico, en el que la muestra
es representativa, y su proceso de seleccion constituye un experimento aleatorio.

En los muestreos en los que se selecciona directamente a un individuo se suelen utilizar tablas de
nameros aleatorios, conjunto de numeros tales que todos los digitos tienen la misma probabilidad de
aparicion. Se enumeran a los individuos de la poblacién y se selecciona un numero obtenido
mediante tablas de nUmeros aleatorios o mediante un ordenador que los genere.

Dentro del muestreo probabilistico hemos de distinguir entre:

- Muestreo aleatorio con y sin reemplazamiento.
- Muestreo sistematico.

- Muestreo estratificado.

- Muestreo por conglomerados.

- Muestreo anidado.

4.1. Muestreo aleatorio simple

Se dird que se ha obtenido una muestra por muestreo aleatorio cuando el proceso de seleccion de la
muestra garantice que todas las muestras posibles que se pueden obtener de la poblacion tienen la
misma probabilidad de ser elegidas. Es decir, todos los elementos de la poblacion tienen la misma
probabilidad de ser seleccionados para formar parte de la muestra. Cuando un elemento es
seleccionado y cuantificadas las caracteristicas objeto de estudio, vuelve a formar parte de la
poblacién y puede volver a ser seleccionado, se dice muestreo aleatorio con reemplazamiento o
reposicion. Generalmente recibe el nombre de muestreo aleatorio simple.

En el caso de que el elemento no vuelva a formar parte de la poblacién de manera que no puede
volver a ser seleccionado se dice que se ha obtenido una muestra por muestreo aleatorio sin
reposicion o sin reemplazo.

Si bien los dos métodos son distintos, cuando el tamafio de la poblacién es infinito o tan grande que
puede considerarse infinito, ambos métodos llegan a las mismas conclusiones. Si el factor de
muestreo es mayor de 01, la diferencia entre ambos métodos puede ser apreciable, llegando a
conclusiones contradictorias segun el método que se utilice.
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4.1.1. Estudio detallado del muestreo aleatorio simple

Una muestra aleatoria simple de tamafio n puede considerarse como n variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas segun una cierta distribucion F.

Después de utilizar el procedimiento de muestreo, se querra proporcionar estimaciones para una o
varias variables de interés. Un estimador es intuitivamente una “formula matematica” que permite
calcular la estimacion de una magnitud a partir de los datos observados en la muestra.

Al vector 8 =(8,,6,,...,8, ) de parametros desconocidos de la distribucién F de la poblacién se llama
vector paramétrico.

Al conjunto de todos los valores admisibles del vector paramétrico se le llama espacio paramétrico y
lo denotaremos por 6.

Sea (X;,X,,...,X,) una muestray sea T (X,,X,,...,X,) una aplicacién T:R" — R*.

Se llama estadistico a toda funcién medible con respecto a las c-algebras "y B* que no dependa del
parametro (0).

Un estadistico T (X, X,,...,X,) se dice que es un estimador de 0 si toma valores en el espacio
paramétrico ® y ademas no depende de 6.

VI R ,
El estadistico X =—-in se llama media muestral.
n

i=1
s . 2 1 n —\2 . . .

El estadistico S; = —1-Z(Xi - X) se denomina cuasivarianza muestral.
n-1"-3

Teoremal

Si X es el estadistico media muestral de una variable aleatoria X con media p y varianza o2,

E[Y] =y

entonces: Var(i) _ O-TZ

Teorema 2

Si una muestra de tamafio n, (X,,X,,...,X,) procede de una variable aleatoria X con media u y
varianza o, entonces: E[S?]=o?

Teorema 3
En los muestreos aleatorios simples sin reposicion, la varianza de la media muestral vale:

Var(Y) = O—nz : [H}
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Teorema 4

En los muestreos aleatorios simples sin reposicion se verifica: E[Si]: s?

4.2. Muestreo sistematico

Este tipo de muestreo exige, como el anterior, un listado de los elementos de la poblacion. Hay que
tener precaucion de saber que la poblacion no haya sido ordenada segun un criterio que propicie o
conlleve la periodicidad en algin caracter. Su ventaja es que no hay que tomar n nimeros aleatorios.
Se parte de un arranque aleatorio “i”, numero elegido al azar que luego concretaremos, y los
elementos que integran la muestra son los que ocupan en la poblacién los lugares i, i + k, i + 2k, ..., i
+ (n — 1)-k. Es decir, se toman los elementos de k en k, siendo k la parte entera del numero
resultante de dividir el tamafio de la poblacién entre el de la muestra.

El arranque aleatorio i debe ser un numero comprendido entre 1 y k, con lo que el ultimo elemento de
la muestra es anterior o coincide con el Unico elemento de la poblacion.

N
Ademas, de las (

J muestras posibles del muestreo aleatorio simple, s6lo son posibles k muestras
n

sistematicas, y la probabilidad de cada una de ellas es k.

El muestreo sistematico es equivalente al aleatorio si los elementos estdn numerados de manera
aleatoria.

Las ventajas de dicho método son:

- Extiende la muestra a toda la poblacion.
- Es de facil aplicacion.

Los inconvenientes que presenta son:

- Aumento de la varianza si existe periodicidad en la numeracion de los elementos produciéndose un
sesgo en la seleccion.
- Problemas a la hora de la estimacion de la varianza.

4.3. Muestreo estratificado

Se denomina muestreo estratificado a aquel muestreo aleatorio en el que los elementos de la
poblacién se dividen en clases o estratos. La muestra se toma asignando un ndamero o cuota de
miembros a cada estrato y escogiendo los elementos dentro del estrato por muestreo aleatorio
simple, o0 a veces, por muestreo sistematico.

Las razones para obtener una muestra por muestreo estratificado son:
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- Tener informacién con mas precision en las subpoblaciones de la poblacion sobre la caracteristica
objeto de estudio.
- Aumentar la precision en las estimaciones de las caracteristicas de toda la poblacion.

En general el muestreo estratificado proporciona mejores resultados que el muestreo aleatorio
mientras mas diferentes sean los estratos entre si y mas homogéneos internamente.

Basicamente podemos considerar tres métodos para redistribuir el tamafio de la muestra entre los k
estratos.

- Proporcionalmente al tamafio de cada estrato.
- Proporcionalmente a la variabilidad de la caracteristica que estamos considerando.
- Se asigna el mismo tamafo a cada estrato.

4.4. Muestreo por conglomerados

Los tres métodos anteriores estan disefiados para seleccionar directamente elementos de la
poblacién. En este nuevo método, la unidad muestral es un grupo de elementos de la poblacion que
llamaremos conglomerados.

Normalmente, estos grupos o conglomerados tienen existencia real. Asi, por ejemplo, las personas
viven en casas, las casas se agrupan en manzanas, las manzanas en barrios, etc.

Muchas veces no disponemos de una lista de elementos de la poblacion ni los posibles estratos,
pero si el numero de conglomerados. Si podemos suponer que cada uno de estos conglomerados es
una muestra representativa de la poblacion total respecto a la variable de estudio, se seleccionan
algunos conglomerados al azar y, dentro de ellos, se analizan todos sus elementos o una muestra
aleatoria simple.

El muestreo por conglomerados es mejor cuanto mas homogéneos sean éstos entre si y cuanto mas
heterogéneos sean internamente.

4 5. Muestreo anidado

Es una generalizacion del muestreo por conglomerados. En la primera etapa se seleccionan una
serie de conglomerados o unidades muestrales primarias, en una segunda se seleccionan
conglomerados mas pequefios, pertenecientes a los anteriores, llamados unidades muestrales
secundarias, y asi sucesivamente cuantas etapas sean necesarias.

El muestreo por etapas tiene la ventaja de que en cada etapa se puede utilizar, segun nos interese,
el muestreo que se considere mas adecuado al tipo de conglomerado de que se trate.

5. TAMANO DE LA MUESTRA

En un estudio muestral hay dos problemas fundamentales: ¢como elegir la muestra?, visto en el
apartado anterior, y ¢ cual debe ser el tamafio de la muestra?
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Cuanto mayor sea el tamafio de la muestra, mayor sera la precision obtenida, pero llegara un
momento en el que el aumento de los gastos no se vera compensado con un aumento significativo
de la precision.

Dependiendo de la caracteristica que se esté estudiando el tamafio a considerar sera uno u otro.

Se define el error muestral o error de muestreo como la desviacion tipica de la distribucion muestral.
Asi en el caso de las medias muestrales o de las proporciones tendremos:

a) Cuando la poblacién es finita y la extraccion es con reemplazamiento o cuando la poblacion es
infinita:

b) Cuando la poblacion es finita y la extraccion es sin reemplazamiento:

o |N—-n p-q |N—n
Oy =—F"4|—— O. = |—+« |——

Jn UN-1 " V'n \VN-1
Una vez fijado el error maximo admisible (e = k-oT;P(]T—E(T] < k-oT): pk), gue representa la
precision minima a exigir en los resultados, y el nivel de confianza, px, necesitamos conocer ademas
la variabilidad de la poblacion, ya que cuantos mas dispersos estén los valores de la variable en
estudio, mas arriesgado serd utilizar una muestra de pequefio tamafio.
Al nivel de confianza px le correspondera un cierto valor de k, obtenido a partir de la desigualdad de
Tchebycheff, bien a través de una distribucion Normal, una t de Student, o por otro procedimiento.
Para obtener el tamafio de la muestra, que designaremos por n, en funcion de e y de py, partimos de
la ecuacion fundamental, e =k -0, siendo T el estimador utilizado.

Se trata de estimar la media poblacional mediante la media muestral X con error maximo admisible
e y nivel de confianza px 0 bien estimar la proporcién poblacional a partir de la proporcion muestral

p.

Tamaio de la muestra para estimar la media poblacional

Para poblaciones infinitas o poblaciones finitas con reemplazamiento, la expresion que relaciona el
error maximo admisible e y el error muestral o, es:

o k?.0?
e=k.o; =k-—==>n=—3y—
Jn e
Si la poblacién es finita y el muestreo es sin reemplazamiento:
o |[N-n N-k*.o0?
e=k-0;,=k-—=-,[—=n=

Jn UN-1 7 e?.(N-1)+k?.0?
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No debemos de olvidar que k es el valor asociado a un nivel de confianza (1 -a)yqueenlas
distribuciones normales este valor es z

-2
2

Tamarno de la muestra para estimar la proporcién poblacional

Sabemos que el estadistico que se usa para estimar la proporcion poblacional es la proporcion

muestral definido por:p = X donde X = X, + X, +...+ X, con X, —»Ber(p)
n

Para poblaciones infinitas o poblaciones finitas con reemplazamiento, la expresion que relaciona el
error maximo admisible e y el error muestral o, es:

2
e=k-0; =k- Pa_ kK L
n e

Cuando no se conoce la proporcion p, se estima para el caso mas desfavorable, es decir, que tanto p
1

como g valgan 5

Si la poblacion es finita y el muestreo es sin reemplazamiento:

2
p n N-1 ez'(N—1)+k2-p-q

No debemos de olvidar que k es el valor asociado a un nivel de confianza (1 -a)yqueenlas
distribuciones normales este valor es z

-2
2

En caso de no conocer la varianza poblacional y un muestreo sin reposicion:e=k-o; con
2 2 2

> S N—-n N-k?2-S I

X Q)

2 2 2
TN por lo que e“ =k“-0%, de donde n N o? 1K2.S2
Claro es que el tamafio de la muestra ha de ser un nimero natural y, por tanto, habra de tomarse
para n el valor entero por exceso mas aproximado al obtenido.

Los valores de e y pk (y, por tanto, los de k), los fijaremos con arreglo a nuestros objetivos y
limitaciones. El tamafio de la poblacién, N, se supone conocido. En cuanto a S% habra que
conjeturarlo o apreciarlo a partir del conocimiento que tengamos de la poblacién en una fecha
anterior, o de poblaciones mas o menos parecida a ésta, o bien de una muestra piloto previamente
seleccionada.

Como dice Wormleighton (1960), cuando no se conoce la varianza puede seguirse uno de los
caminos siguientes:

o

1. Tomar la muestra del mayor tamafio posible. Tiene el inconveniente de que puede dar mayor
precision de la requerida y no ser eficiente el procedimiento por demasiado costoso.

2. Tomar una muestra preliminar o piloto. Tiene el inconveniente de que la informacion
proporcionada por ésta no se aprovecha en la estimacion.
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Si la poblacion fuese infinita, el tamafio de la muestra viene dado por el limite de (I) cuando N — «,

2 . 2 k2
que vale n, =———. Si en (I) multiplicamos los dos términos de la fraccién por —-, tendremos
e e
. n, nN
== _
14N N+n,
N

La expresion anterior representa una hipérbola que pasa por el origen y tiene una asintota paralela al
eje de abscisas, a distancia n_ de éste.

Si para n tomamos el entero mas aproximado por exceso al valor obtenido con la férmula, al
aumentar N llegaremos a un valor en que cualquier incremento de éste ya no influye en n. Es decir,
desde cierto valor de N, n permanece constante. Este valor puede calcularse de la siguiente manera:

n, —n|<1. Esto equivale a n, — nf"n <le
1+—=
N
1 1 2
nw+N.nm—nw<1+N.nw & (2 <N+n, )eN>n,-(n, -1)
k*.S* (k?-sS?
Esto es, si: N2> o2 ) o2 —1| el valor de n sera iguala n_. Asi pues, los pasos a seguir

para obtener el tamafio de la muestra son:

k?.S?
e?
2. Comprobar si se cumple que N>n_ -(noo —1). Si es cierto, el proceso termina aqui y el tamafio de

la muestra debe ser hallado para «. Si no lo es, hemos de pasar a un tercer paso.

1. Obtener el tamafio de la muestra imaginando que N—>«, 0sea n_ =

~ . , n

3. Obtener el tamafio de la muestra segun la formula n = ?1
1+ =
N

En caso de no conocer la varianza poblacional y un muestreo con reposicion, utilizando la formula
general para el calculo del tamafio de la muestra tendremos que e =k-0,, y segun hemos visto, la

L, . S : . ~
ecuacion quedaria e=k-o, = k-T. Despejando n tendriamos que el tamafio de la muestra a tomar
n
k?.S?

e2

seria: n=

6. CONCLUSION
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La Estadistica puede definirse como el conjunto de métodos que tiene por objeto la obtencion, el
tratamiento y la interpretacion de un conjunto de datos de observacion relativos a un grupo de
individuos o unidades.

Dentro de la Estadistica pueden considerarse dos grandes ramas: la Estadistica Descriptiva, que
trata del recuento, ordenacion y clasificacion de los datos obtenidos por las observaciones y
mediciones, y la Estadistica Inferencial que, haciendo uso del Calculo de Probabilidades, describe,
predice, compara y generaliza resultados a una poblacion estadistica a partir de la informacion que
obtiene de una parte de la poblacién.

A la hora de seleccionar una muestra, habra de tenerse en cuenta criterios que garanticen la
representatividad de la misma, esto es, que las conclusiones obtenidas para una poblacion a partir
del estudio realizado sobre la muestra tenga un elevado grado de confianza.

Uno de los métodos més utilizados para la seleccion de una muestra dentro de una poblacion es el
denominado muestreo aleatorio simple, en el que todos los individuos de la poblacion tienen la
misma probabilidad de ser seleccionados para forma parte de la muestra. Otros tipos de muestreo
son el muestreo sistematico, el muestreo estratificado, el muestreo por conglomerados y el muestreo
anidado o por etapas.

Por ultimo, cuando realicemos un estudio muestral tendremos que sefialar previamente el tamarfo de
la muestra. En el apartado anterior hemos visto algunos criterios para una seleccién optima del
tamafo de la muestra.
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