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Resumen
Este articulo pretende acercarnos al mundo de los nUmeros complejos.

Trataremos brevemente la historia de estos nimeros para después pasar a explicar cémo funcionan
aritméticamente.
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1. INTRODUCCION

Los origenes del concepto de numero se remontan a la prehistoria, es posible que incluso se
aprendiese antes a contar que a escribir. Los nimeros naturales y las fracciones ya eran usados por los
Mesopotamios del segundo milenio antes de Cristo asi como por los antiguos Egipcios.

Los numeros que surgieron de ideas geométricas como +/2también fueron objeto de interés ya en la
antigua Grecia. Sin embargo una soélida definicion de los numeros reales se hizo esperar hasta el siglo
XIX con Cantor y Dedekind.
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Los numeros negativos también fueron objeto de controversia durante siglos. Los matematicos italianos
del Renacimiento derivaron un método para resolver ecuaciones cubicas, pero se dieron cuenta de que
su método a veces producia soluciones con nimeros que no existian dentro del sistema de nameros
gue ellos conocian.

Otro problema que se les plante6 fue el de encontrar que algunas soluciones debian incluir expresiones
como +/—15. Y aqui es donde comienza nuestra historia.

2. MIRADA A LOS ORIGENES
Vamos a comenzar dando una vision histérica del desarrollo de los nimeros complejos y su utilizacién.

Muchos de los problemas matematicos planteados desde la Antigliedad nos llevan a ecuaciones de
segundo grado de la forma

ax’+bx+c=0

siendo a, b y ¢ niUmeros reales.

Sabemos que la solucién para este tipo de ecuacion (ecuaciéon de 2° grado) viene dada por la férmula,

—b+vb? — 4ac
2a

x:

Concretando un poco mas, podemos deducir lo siguiente:

e la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas si b? — 4ac > 0
e la ecuacion tiene una Unica solucion (repetida) si b>— 4ac = 0
e la ecuacién no tiene soluciones reales si b?—4ac <0

Vamos a considerar mas de cerca el tercer caso presentado arriba.
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Si b? — 4ac < 0, nuestra ecuacion de segundo grado no tiene soluciones reales ya que un nimero
negativo no puede tener una raiz cuadrada real.

Esta cuestion ha sido considerada desde el punto de vista mateméatico desde hace ya varios siglos.

Ya en el siglo XVI, el matematico italiano Cardano empezé a experimentar con la aritmética de simbolos
tales como /—1 , empleando la aritmética habitual para nimeros reales.

La expresiéon dada por v—1 es considerada la base de la aritmética de los nimeros complejos y se
representa con la letra i.

2.1. Ejemplo de problema planteado por Cardano

Sean dos numeros x e y tales que

X +y=10
Xy =40

Utilizando la primera ecuacion del sistema para expresando la variable y en funcion de la variable x y
sustituyendo la expresiéon dada en la segunda ecuacién del sistema obtenemos una ecuacion de
segundo grado que viene dada por la ecuacion,

x?—10x +40=0

Las soluciones para el sistema de ecuaciones dado anteriormente se hallan resolviendo esta ecuacion
de segundo grado.

Es facil observar que esta ecuaciéon de segundo grado no tiene soluciones reales, asi que podemos
deducir gue nuestro problema tampoco tiene soluciones reales.
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Cardano nos explica que, sin embargo, tratando la expresion =15 como un numero real mas,
podemos escribir soluciones para la ecuacion de segundo grado y su correspondiente sistema de
ecuaciones de la siguiente forma:

Sin embargo, en el siglo XVI estas ideas sobre nuevos nimeros no suscitaban mucho entusiasmo entre
la comunidad cientifica y matematica.

A la larga, Cardano supo dar valor a sus ideas de una forma bastante inesperada... resolviendo la
ecuacion cubica.

3. ARITMETICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS
3.1. Definicion

Ya hemos hablado brevemente de los origenes de los nimeros complejos como expresiones para
representar raices de nimeros negativos.

A continuacion vamos a dar una definicion mas exacta de los nimeros complejos como expresiones de
la forma z = a + bi donde i es un simbolo con la propiedad i* = -1 y a y b nimeros reales.

Por otra parte, podemos expresar los nimeros reales a y b en funcion del nimero complejo z = a + bi
de la siguiente forma

a=Rez

b=Imz
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Asi, podemos considerar los siguientes ejemplos:

e Sea el numero complejo z = 1 — 2i.
Podemos definir su parte real y su parte imaginaria de la siguiente forma,
Re(1-2i)=1
Im@A-2i)=-2

Vemos que la parte imaginaria de z no es -2i sino que resulta ser el coeficiente real de i.

e Sea el numero complejo z = 4i.
Podemos definir su parte real y su parte imaginaria de la siguiente forma,

Re (4i)=0
Im (4i)=4
Vemos que la parte real de z es 0 y escribimos el nimero imaginario z sélo a partir de su parte
imaginaria.
3.2. Adicién

Ya explicamos, la hablar de los origenes de los numeros complejos, que Cardano queria operar con
ellos igual que con nimeros reales.

Es decir, para las operaciones con nimeros complejos utilizamos las mismas reglas aritméticas que
para operar con nimeros reales.

Asi, para la adicién utilizamos el mismo signo, + , y las mismas reglas.

Vamos a verlo mas claramente con ejemplos

e Consideremos la suma de los nimeros complejos y
Vemos que y . Asimismo vemos que y
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Asi, encontramos que 7; + 7> = ( )+ ( )=6+4i
Vemos que sumamos las respectivas partes reales y para obtener Re (z1 + z2)
Asimismo sumamos las respectivas partes imaginarias y para obtener Im (z; + z5)

Consideremos otro ejemplo:

e Sean los numeros complejos definidos porz; =2+iyz,=-2—i
Podemos hallar la suma z; + z, sumando partes reales y partes imaginarias, de la siguiente forma,

z1+z2=2+)+(-2-)=2-2)+i(1-1)=0+0i=0

3.3. Negativo

Vemos en el ejemplo anterior como la suma de dos nimeros complejos daba como resultado cero.
Es decir, estos dos nimeros complejos se anulan.

Esta observacion nos lleva al concepto de contrapartida negativa de un nimero complejo dado.

Asi podemos definir el negativo ( - z ) de un nimero complejo z = a + bi como

-z=-a-hi

Vamos a verlo mas claramente con un ejemplo

e Consideremos el nUmero complejo . Asi su correspondiente nimero negativo viene dado
por la siguiente expresion
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3.4. Sustraccioén

Los conceptos de suma de nimeros complejos y de nimeros complejos negativos nos lleva al concepto
de sustraccion o resta de nimeros complejos.

Al igual que explicamos al hablar de la suma de nimeros complejos, para la sustraccion empleamos las
mismas reglas que para operar con nimeros reales.

Asi, para la resta utilizamos el signo, -, y las mismas reglas.

Vamos a verlo mas claramente con un ejemplo

e Consideremos la sustraccion de los nUmeros complejos y
Vemos que y . Asimismo vemos que y
Asi, encontramos que 7, - 7, = ( ) - ( )=-2-2i
Vemos que las respectivas partes reales y se restan para obtener Re (z1 - z»)
Asimismo restando las respectivas partes imaginarias y obtenemos Im (z; - z,)

3.5. Multiplicacién

Ya que estamos mas familiarizados con las operaciones con numeros complejos, vamos a considerar la
multiplicacion.

Consideramos dos numeros complejos dados porzi;=a+ biyz,=c +di siendo a, b, c y d reales.
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Asi, el producto de ambos niimeros complejos viene dado por la expresion:

z,z,= (a+ bi)(c+ di) = ac+ adi + bci+ bd (i*) = (ac — bd) + (ad + be)i

Vemos que al multiplicar ambos numeros tenemos que reorganizar las partes real e imaginaria
resultantes.

Veamos un ejemplo:

e Consideremos la multiplicacion de los nUmeros complejos y
Asi, encontramos que =( ) ( )

Z2XA+2X3+4AXI+1X
=(8-23) + (6i + 4i)

=5+10i

3.6. Reciproco

El reciproco (1/z) de un nimero complejo z = a + bi viene dado por la expresion:
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a— bi

a: + bh*

1
Z

Vemos que este concepto esta algo mas alejado de nuestra aritmética tradicional en nimeros reales.

El concepto de reciproco de un nimero complejo nos va a hacer posible la division de numeros
complejos como multiplicacion de un nimero por el reciproco del otro.

Pero primero vamos a considerar algunos ejemplos en los que calculamos el reciproco de un
determinado namero complejo.

e Sea un nimero complejo dado por z = 1 + i, podemos calcular su reciproco mediante la siguiente

expresion

1 1 —i 1—i
1+i 12412

[wd

Vemos que el coeficiente i viene dado por 1. Asi el denominador en la expresion anterior resulta ser
1_‘ £ 12.

3.7. Cociente

Ya que sabemos cémo calcular el reciproco de un nimero complejo, estamos en condiciones de poder
calcular el cociente de dos numeros complejos dados, es decir, el producto de un nimero complejo con
el reciproco de otro.
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Veamos este proceso mas de cerca.
Queremos hallar el cociente de los nimeros complejos dados por
z,=a+bi

z,=c+di

Asi, podemos escribir la siguiente expresion
a—bi\ (c+di)(a—bi) (ac+ bd)+ (ad — bc)i
- - a? + b2

(11) - (C+d"}(a2 57

ﬂ.:"'b:

NlN
- [ 3]
|
B

Consideremos un ejemplo:
e Vamos a hallar el cociente de los nimeros complejos dados por

3.8. Conjugado
Por ultimo vamos a considerar el conjugado de un nimero complejo.

Asi podemos definir el conjugado Z de un nimero complejo dado por z = a + bi como
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Z=a—bi

A partir de esta definicibn vamos a considerar algunas de las propiedades del conjugado de un nimero
complejo:

N
L1}
Il

]

[
Il

[

o]

Q(E

Quiza una de las propiedades mas interesantes del conjugado de un nimero complejo sea que el
producto de un nimero complejo dado por su conjugado resulta ser siempre un nimero real.

Asi, para el nimero complejo dado por z = a + bi obtenemos la siguiente expresion,

zz = (a + bi)(a— bi) = a®* + b°
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