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Resumen

El concepto de lugar geométrico es uno de los mas dificiles de asimilar para los alumnos de Ensefianza
Secundaria Obligatoria a pesar de estar presente en muchos elementos geométricos que se tratan
habitualmente. En este articulo propondremos la utilizacién de programas informéticos como recurso
para conseguir que nuestros alumnos se familiaricen con este concepto de una forma visual y
manipulativa.

Palabras clave
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Bisectriz.
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1. EL CONCEPTO DE LUGAR GEOMETRICO.

Podemos definir el lugar geométrico como el conjunto de puntos que cumplen una determinada
propiedad.

Cuando decimos que un lugar geométrico esta definido por una propiedad se cumple por una parte que
los puntos del lugar geométrico cumplen la propiedad y, por otra, que todo punto que posee la
propiedad pertenece al lugar geométrico.
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De aqui podemos deducir que los puntos que no cumplen la propiedad no pertenecen al lugar
geomeétrico.

Podemos poner ejemplos muy variados pero comenzaremos con los mas conocidos y sencillos:
Mediatriz: es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los dos extremos de un segmento.

En la figura tenemos la mediatriz del segmento AB. Resulta ser la perpendicular al segmento AB que
pasa por su punto medio.

C

De esta forma se cumple gque todos los puntos de la mediatriz equidistan de Ay B y que todo punto que
esté a la misma distancia de Ay B esta por fuerza en su mediatriz.

Bisectriz: es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los dos lados de un angulo. Al
dibujarla la bisectriz divide a un angulo en dos partes iguales.

S

r
La figura nos muestra la bisectriz del angulo formado por las rectas r y s. Las dos lineas en rojo marcan
la distancia del punto A a las dos rectas.

Al igual que en la mediatriz todos los puntos de la bisectriz cumplen la misma propiedad y todos los
puntos que equidisten de las dos rectas estan en la bisectriz.

Circunferencia: es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de otro punto llamado centro.

C
JB
A
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En la figura los puntos A y B equidistan del punto C o centro de la circunferencia. Cualquier punto que
deba encontrarse a la misma distancia de C que los puntos A y B estara sobre la circunferencia
dibujada.

1.1. Relacién con el dibujo técnico.

El concepto de lugar geométrico esta tan ligado a las matematicas como al dibujo técnico. De hecho en
muchas ocasiones, cuando el profesor de matematicas explica algunos ejemplos de lugares
geomeétricos, los alumnos sefialan conocerlos pues los han estudiado en la clase de dibujo. Podemos
hablar en este caso de la mediatriz de un segmento o la bisectriz de un angulo.

Esta situacion provoca cierta perplejidad en los alumnos, pues les estamos presentando elementos que
ya resultaban conocidos para ellos y no parecian entrafiar mucho misterio, desde una O6ptica distinta.
Hemos cambiado las sencillas mediatriz y bisectriz por una definicion un tanto compleja cuya sola
lectura ya resulta complicada para un alumno de secundaria.

Nuestros alumnos han aprendido a trazar la mediatriz de un segmento y la bisectriz de un angulo
utilizando material de dibujo como escuadra, cartabon y compas pero cuando trabajamos en clase de
matematicas nos centramos mas en lo que es el concepto dejando un poco de lado su representacion.
Esto hace que algunos lugares geométricos los trabajemos de forma muy tedrica, sin que los alumnos
construyan o dibujen ejemplos variados. Desde luego podemos justificar este sistema tedérico de trabajo
pues seria muy costoso de tiempo que en clase de matematicas se dibujase una bateria de ejemplos.

Teniendo en cuenta que, por su desarrollo intelectual, los alumnos de secundaria necesitan todavia
apoyarse en elementos visuales para poder realizar una comprensiéon mas completa de los conceptos,
nos encontramos con cierta dificultad al no poder practicar suficientemente con ejemplos graficos
creados por los mismos alumnos.

2. USO DE LAS NUEVAS TECNOLOGIAS EN LA GEOMETRIA. GEOGEBRA.

Para solventar este problema tenemos al alcance algunos recursos que permiten trabajar y manipular
elementos geométricos. Uno de estos recursos son los programas informaticos y dentro de ellos vamos
a centrarnos en el Geogebra.

Geogebra es un software libre que retine Geometria, Algebra y Andlisis y puede descargarse desde la
pagina http://www.geogebra.org/cms/index.php?option=com_frontpage&Itemid=1.

Nos interesa utilizar la potencia de este programa informético para representar figuras con precision y
rapidez. El programa, como veremos en los siguientes apartados, resulta muy intuitivo y cémodo de
manejar para los alumnos.
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2.1. Comenzando en Geogebra.

Una vez que tenemos el programa descargado e instalado en nuestro ordenador pinchamos en el icono
gue aparece en el escritorio y directamente accedemos a la pantalla siguiente:

%5 GeoGebra

Ly [z>][ el ERENEE -

fc Objetos libres s
ICD Objetos dependientes

@[ Enweam J| B ~|l= ~|[camanas .~

Es T & ke s

Podemos ver que en esta pantalla se nos ofrecen distintas opciones de dibujo. Tenemos una barra de
herramientas con iconos desplegables que nos dan diversas opciones para dibujar si pinchamos sobre
la pequena flecha situada en la esquina inferior derecha del icono.

¥ GeoGebra

Archivo Edita ‘wisualiza Opciones Herramien tas  Wentana Avuda
Recta Perpendicular -y

=]/~ [/]- [>H®] L[] eommrmrnrae= >

[ Dhjstos libres - Recta Perpendicular e

0 Okistos dependientes = 2

T Recta Paralela

a
- Bizectriz
A Tanaentes 3=
_Q Recta polar o diametral =
& Lugar Geameétrico W

& = = E] o a = = a E] & = = a 10

T®r Inicio, o & ¥ >
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En la barra y a la derecha de los iconos aparece escrito en negrita el nombre del icono que hemos
marcado y debajo, ya en letra normal, nos dice qué datos o elementos debemos dar al programa para
gue realice el dibujo deseado.

Por ejemplo, si queremos dibujar el segmento entre dos puntos seleccionamos el tercer icono desde la
izquierda y desplegamos todas sus opciones. Marcamos la segunda de ellas “Segmento entre dos
puntos”. Una vez hecha esta seleccion vamos a la pantalla del programa y pinchamos con el ratén
sobre los dos puntos que queramos del plano. Automaticamente el programa traza el segmento que los
une.

5 GeoGebra

Archive Edita  Visualiza Opciones Herramientas “entana Ayuda

L J AN <>

I Ohietos libres =
@ A—(-2,2)

o B =1(4.34.2)

= Ohjetos dependientes

@ a=6.34

L Dos puntos

‘t};l @ jivl l Q’_l Segmento entre dos puntos
3 ]

54

a4

a4

& | Entradga: |

P ——
«w Inicio

En la imagen correspondiente a la pantalla del programa observamos los distintos iconos que nos
ofrece.

A continuaciéon vamos a detallar brevemente la utilidad de cada uno de éstos iconos. Comenzamos de
izquierda a derecha:

- El primero de ellos nos ofrece la posibilidad de desplazar el grafico o de hacerlo rotar en torno a un
punto dado.
- El segundo icono nos permite marcar puntos, intersecciones de objetos y marcar el punto medio.
- El siguiente es til para dibujar rectas, segmentos o vectores. Tiene opciones segun queramos dar
como datos los extremos o bien un extremo y la longitud.
- El cuarto icono nos asiste para trazar paralelas, perpendiculares, mediatrices, bisectrices, tangentes,
rectas polares o lugares geométricos.
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- Con el quinto icono dibujamos poligonos.

- Con el sexto circunferencias, semicircunferencias, arcos y conicas.

- El siguiente nos permite incluir angulos, distancias, areas y pendientes.

- El octavo podemos usarlo para reflejar objetos, rotar, trasladar o dilatar.

- El noveno icono nos da la opcién de insertar textos en el grafico, insertar imagenes y relacionar
objetos.

- El altimo nos ofrece desplazar el grafico, zoom, mostrar/ocultar objetos o textos y eliminar objetos.

Podemos guardar los archivos que hagamos en cualquier carpeta. Se guardaran como tipo .ggb.
También podremos imprimir los graficos que obtengamos. Antes de hacerlo podemos ver el resultado
en “Archivo” y una vez dentro “Previsualiza impresion”.

Resulta muy util la opcién “Exportar” dentro del menu “Archivo”. Con ella podremos llevarnos el trabajo
realizado en geogebra a otros programas. Por ejemplo si seleccionamos “Exporta” y “Copia zona gréfica
al portapapeles” tendremos nuestro grafico disponible para pegarlo en otro programa. Si quisiéramos
pegarlo en Word sélo tendriamos que, después de seleccionar exportar y copia de zona grafica al
portapapeles, irnos a la pantalla de Word y seleccionar “Pegar”.

T Documentol - Microsoft Word EIEEE
i o Edich er Insertar FEormate  Herramientas Tabla  Yentana 7

| = | = - | S 100% - @ | L Lectura f 4 Tirmes New Rorman ~ 12 - | M & S |

[l B S e e e S e e R I T R R IR T I E Ry

{5t RS NS S KIS [ E IR IONICE SR ACAEY SR Y -V SRR SO SN N S

rx ks lpuoformas - >~ w IO Rl Al @M E - A =SE=a @ d !
. SRE =] i = (i

ol Z Al lEXT LiSoB
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En la imagen anterior se puede observar el resultado de pegar el grafico obtenido con geogebra en un
documento de Word. En él podemos ver un triangulo, una circunferencia y las tangentes a la
circunferencia trazadas desde uno de los vértices de triangulo.

2.2. Utilizacion de Geogebra para el estudio de lugares geométricos.

Vamos ahora a centrarnos en la utilizacion del programa para trabajar con los lugares geométricos que
antes se comentaban.

Comenzaremos con la mediatriz de un segmento.

Para dibujar en geogebra la mediatriz de un segmento empezaremos por dibujar el segmento. Para ello
es conveniente seleccionar la opcion “Segmento entre dos puntos” que aparece en el tercero de los
iconos de la barra de herramientas. Una vez tenemos el segmento con sus extremos, A y B,
seleccionamos la opcién “Mediatriz” dentro del cuarto icono. Para trazar la mediatriz el programa nos
pide que seleccionemos el segmento deseado. Situamos el ratén sobre la linea del segmento, que se
resaltara al coincidir el ratén con ella, y pinchamos. Al hacer esto aparecera la mediatriz del segmento.

Seria conveniente dar un color distinto a la mediatriz para diferenciarla mejor. Para ellos situamos el
raton sobre la mediatriz y pinchamos con el botén derecho. Se abrira un menud en el que deberemos
seleccionar “propiedades”. Dentro de “propiedades” la pestafia “color” nos dara a elegir el color que
deseamos para el objeto en cuestion. En este caso damos a la mediatriz un tono rojo.

Una de las ventajas de trabajar con Geogebra es la rapidez con la que se pueden hacer algunas
comprobaciones. Como deciamos al principio la mediatriz es el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de los extremos de un segmento. Vamos a comprobar que los puntos de nuestra mediatriz
cumplen esta propiedad.

Seleccionamos en el segundo icono “Nuevo punto” y pinchamos sobre la mediatriz marcandose asi el
punto C. En el icono séptimo seleccionamos la opcién “distancia” y pinchamos sobre el punto C vy el
extremo del segmento A. Aparecera en la pantalla la medida del segmento CA. Si repetimos la misma
operacion con el extremo B aparecera la medida del segmento CB y veremos que coincide con la del
segmento anterior. Podemos repetir la operacion tantas veces como queramos pues no conlleva un
tiempo excesivo hacer este proceso.

Asi los alumnos podran dibujar la mediatriz y comprobar, con tantos ejemplos como cada uno necesite,
gue todos los puntos sobre ella cumplen la propiedad enunciada.

Este tipo de trabajos nos permite adaptarnos a los distintos ritmos de trabajo de los alumnos. Algunos
realizaran un unico ejemplo y quedaran satisfechos y otros necesitaran repetir el proceso mas veces
para convencerse.
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% GeoGebra

Archivo  Edita  Visualiza Opciones Herramientas ‘Ventana Avuda

=] I [=][3] >l

[— Ohjetos libres [Sircunferencia por centro ¥ punto que cruza] b
Lo A=(2.9, 3.72)
@ B =15.9, 3.68)
bev @ € =({4.42, 5.3)

- D =(4.33, -1.8)

[ Ohjetos dependientes s o _

- a=3 CA=2019 CB=219

@ b 23X+ 0.04y — -13.05 7 A B

2 distanciaCA = 2.19 =

distanciaCiB = 2.19

distanciaDA = 5.7 29

- distanciaDB = 5.7

ey
-

em _

1 &

$ Desplaza
| Desplaza o selecciona objetos (Esc)

a=z

£

@ [ envaca | | 1/ +|[a ~]|[comanaa

ES = Q/ﬂ = &5 "a zo:40

En esta imagen tenemos la mediatriz, en color rojo, de un segmento y ademas se han calculado las
distancias de los puntos C y D a los extremos de dicho segmento. Estas distancias aparecen sobre el
grafico y también en la pantalla de la izquierda.

Un recursos importante de Geogebra es la posibilidad de modificar el grafico simplemente moviendo
uno de los puntos. Si seleccionamos la opcién “Desplazar” en el primer icono, podemos coger el punto
A, por ejemplo, y moverlo. Al hacerlo todo el grafico se adaptara a los cambios, se movera la mediatriz y
cambiaran las distancias de los puntos seleccionados a los extremos del segmento. De esta forma el
alumno puede ver como la mediatriz de cada segmento sigue cumpliendo la propiedad indicada al
principio.

Vamos a desarrollar a continuacion el segundo ejemplo de lugar geométrico, la bisectriz.

En este caso comenzaremos dibujando dos rectas secantes. Seguidamente elegimos la opcion
“pbisectriz” en el cuarto icono. Para hacer la bisectriz podemos dar dos rectas o tres puntos. En este
caso marcaremos las dos rectas dibujadas anteriormente.

Tendremos asi las bisectrices de los cuatro angulos que se forman entre dos rectas. En la imagen
aparecen dibujadas en colores rojo y azul.
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También podemos optar por dar tres puntos y luego hacer la bisectriz de los puntos dados. Al hacer la
bisectriz tendremos que dar los tres puntos y el programa considerara que el punto dado en segundo
lugar corresponderia al vértice del a&ngulo al que le hacemos la bisectriz. En la imagen siguiente hemos
trazado la bisectriz de los puntos A, B y C dados en ese orden. De esta forma el programa toma el

punto B como vértice del angulo.

¥ GeoGebra

v”,/'/”4-4’./] ’ v][ 7] ’ 4" \][ =22z ] ’ b 20 ,J BZ?D'ZZ o selecciona objetos (Esc)

= =

> © =(6,2) =
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------ @ a: _0.12x + 099y = 2.94
w2
=]
. aq
I
a (>
= -
o
S B = o E E] B = & ¥ E] E] o
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Igualmente resulta facil y rapido calcular las distancias de los puntos de la bisectriz a las dos rectas que
forman el angulo. Basta con crear un punto sobre la bisectriz y calcular la distancia de ese punto a las
dos rectas dadas de forma similar a como se hizo para la mediatriz. Lo podemos ver en la imagen que
sigue. Aparecen las dos bisectrices de los cuatro angulos que forman las dos rectas. Se ha marcado en
rojo aquella en la que nos vamos a fijar. Podemos comprobar que los puntos D y E equidistan de las
rectas ay b.

) GeoGebra

Archivo  Edita Yisualiza Opciones Herramientas “entana  Ayuda

I e = lb-J)[( &) Bl =] [ et

A Dos puntos, segmenta, poligono o cdnica -
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o A= {-1.3, 2.02)

@ B =(5.14, 4.28)

----- @ C=(4.14, 1.88)

- @ D ={1.97, 2.53)

-~ @ E = (9.08, 3.65)

== Ohjetos dependientes
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----- P ©:-0.16x + 099y — 2.2
o di -0.99x - 0.16y = 0.97

distanciaDa = 0.6
distanciaDb = 0.6
distanciaEa = 1.9
= distanciaEb = 1.9

@[ Entrada: ]l Il“ :”T:l.il-cumandu... v“

(P ———— - 5 -
+& Inicio = & %3 7 TE ceocebra Es 7 & = & "n czio1

Analogamente al caso de la mediatriz, también ahora podemos seleccionar en el primer icono
“Desplazar” y pinchar sobre el punto A de la imagen anterior. Asi conseguiremos mover el punto Ay
con él todo el dibujo. Automaticamente la bisectriz se adaptara al movimiento del punto y la distancia de
los puntos Dy E ira cambiando.

Esto hace que el alumno pueda observar las variaciones en los objetos sin tener que realizar nuevos
graficos.
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3. APLICACION AL ESTUDIO DE TRIANGULOS Y SUS PUNTOS NOTABLES.

Como aplicacion a la representacion de lugares geométricos podemos calcular las mediatrices de los
lados de un triangulo. Al hacer esto veremos el Circuncentro del triangulo. Ademas resulta muy sencillo
comprobar que es el centro de la circunferencia circunscrita al triangulo simplemente usando el sexto
icono y seleccionando circunferencia por su centro y punto que cruza.

Igual que antes hicimos con la bisectriz podemos desplazar, usando el primer icono, uno de los vértices
del triangulo y asi veremos como se mueven las mediatrices (en color azul), el circuncentro y la
circunferencia.

%) GeoGebra

Archiva  Edita Wisualiza Opciones Herramientas “Ventana Ayuda
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4
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Podemos representar también las bisectrices, en lila, las medianas, en rojo y las alturas, en verde. Es
facil representar la recta de Euler, que aparece en amarillo. Es curioso mover uno de los vértices y
analizar los cambios que se producen en la figura. Por ejemplo se puede ver que el Baricentro (punto
de corte de las medianas), Ortocentro (punto de corte de las alturas) y Circuncentro estan siempre
alineados mientras que no ocurre asi con el Incentro (punto de corte de las bisectrices).

Puede verse también que algunos permanecen dentro del triangulo, Incentro y Baricentro, mientras que
Ortocentro y Circuncentro pueden estar tanto dentro como fuera de la figura dependiendo del caso.
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En la pantalla de la izquierda del programa aparecen los puntos con sus coordenadas Yy las rectas con
su ecuacion.

Si desplazamos un punto del grafico podemos ver los cambios también en esta pantalla algebraica y asi
ir analizando, de forma mas completa, las transformaciones que se producen.

4. CONTRIBUCION DE GEOGEBRA A LA CONSECUCION DE LAS COMPETENCIAS BASICAS.

Trabajar con programas informaticos, como Geogebra, contribuye de forma activa a la consecucion de
las competencias basicas.

Es clara la contribucibn a la competencia matematica pues vamos a trabajar con conceptos
matematicos que, ademas, trataremos de forma visual y manipulativa.

Cada alumno puede adoptar distintos ritmos de trabajo segln sus necesidades. Incluso los alumnos
mas adelantados cuando vayan terminando la tarea pueden ir probando con otras opciones del
programa y descubrir nuevos recursos. Esto favorece el desarrollo de la autonomia e iniciativa
personal. Ellos mismos seran conscientes de que, a medida que vayan profundizando en su
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conocimiento sobre el tema, consiguen aprovechar mejor la informacioén y los recursos que proporciona
el programa.

Al utilizar formas geométricas y las relaciones entre ellas estamos favoreciendo al conocimiento y la
interaccién con el mundo fisico.

El trabajo con la geometria proporciona herramientas para admirar y valorar expresiones artisticas.
Estudiando propiedades geométricas ayudamos a que los alumnos comprendan mejor elementos de la
arquitectura y otras artes. Este conocimiento contribuye a potenciar la competencia en expresion
cultural y artistica.

Incorporando en nuestras clases las nuevas tecnologias ayudamos a mejorar las habilidades de
nuestros alumnos en lo que se refiere a la competencia en tratamiento de la informacién y
competencia digital. Deberan analizar los datos que el programa necesita para poder asi
proporcionarselos y resolver las situaciones correctamente. Podran desarrollar su habilidad en el trabajo
con programas informaticos y aprender a manejar archivos en distintos formatos.

Autoria:

* Nombre y Apellidos: M2 del Pilar Guerra Cardenas
» Centro, localidad, provincia: |.E.S. Al-Guadaira, Alcala de Guadaira, Sevilla
» E-mail: pilarguerracardenas@hotmail.com
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