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Resumen

«Quien quiere hacer algo encuentra un medio; quien no quiere hacer nada encuentra una excusa.
(Proverbio chino)

En el articulo se analiza lo que tienen en comun y en lo que se diferencian los problemas y los ejercicios
desde el punto de vista de las matematicas. Las afirmaciones se acompafian de ejemplos con objeto de
hacer el articulo mas ameno, comprensible y practico.

Palabras clave
Ejercicio, problema, actividad.

1. INTRODUCCION

Muchos libros de texto estan imbuidos de la concepcidon mecanico-tecnicista de las matematicas, lo que
les lleva a primar en exceso los ejercicios frente a los problemas. Desde dicha concepcion los ejercicios
son considerados como las “verdaderas actividades” en las que los alumnos miden su nivel de destreza
matematica. El predominio excesivo de la componente que cultivan los ejercicios lleva a considerar las
matematicas como algo hecho, ya fosilizado, y en consecuencia “triste”. De esta forma se deja de lado
el proceso de descubrimiento, construccion, creacién y generacion de nuevas ideas y procedimientos,
gue constituyen el verdadero patrimonio de las matematicas.

El ser humano es propenso a plantearse preguntas en relacion, por ejemplo, con el tiempo, la
multiplicidad y el espacio, y a ellas han respondido a su manera las matematicas. Estas se componen,
pues, de una teoria, un idioma y unas técnicas desarrolladas frente a las cuestiones planteadas y con
su ensefianza se pretende que la teoria sea “comprendida”, el idioma sea “hablado” y las técnicas sean
puestas en practica. En general esto se consigue reviviendo y volviendo a plantearse aquellas
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cuestiones o problemas que dieron nacimiento a la teoria, asi como otras nuevas que inviten a su
resolucion.

La publicacion del libro de George Polya Cémo plantear y resolver problemas llamé la atencion de la
comunidad matematica y de los pedagogos por la Resolucion de Problemas e inicié el camino para su
posterior evolucion.

2. ¢ QUE ES UN PROBLEMA Y QUE UN EJERCICIO?

Los libros de texto de matematicas hacen uso de los términos “problema” y “ejercicio” de forma
ambigua y poco precisa. En la pagina de Internet

http://www.unlu.edu.ar/~dcb/matemat/comol.htm

se formula la siguiente definicion:

“Un problema existe cuando hay tres elementos, cada uno claramente definido,
¢ Una situacion inicial.
¢ Una situacion final u objetivo a alcanzar.

¢ Restricciones o pautas respecto de métodos, actividades, tipos de operaciones, etc., sobre los
cuales hay acuerdos previos”.

Es dificil encajar en esta definicion la contraposicion que los profesores de matematicas hacen entre
ejercicios y problemas. Lo que éstos entienden por ejercicios cumple las tres condiciones que se exigen
en la definicion anterior a los problemas.

En lineas generales puede afirmarse que un planteamiento o cuestion es un ejercicio cuando su
resolucion hace intervenir pocos procesos mentales explicitos, y en su mayoria del mismo tipo. Si tal
cosa no ocurre la cuestion suele calificarse como problema. El vocablo actividad permite englobar tanto
los problemas como los ejercicios asi como otro tipo de propuestas educativas como pueden ser los
trabajos de investigacion.

Asi cuando a un alumno con ciertos conocimientos ya adquiridos sobre las fracciones se le propone el
siguiente enunciado:

Calcula =-=.-=

suele considerarse como un ejercicio.
Sin embargo si al mismo alumno y en relacion con el mismo asunto se le hace la propuesta siguiente:

“Si se desea envasar 12 litros de un determinado liquido en botellas de % de litro, ¢ cuantas botellas son
necesarias?”
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suele considerarse un problema. Tal vez ello sea asi porque en el Gltimo caso el alumno ha de intentar
traducir el lenguaje verbal al lenguaje algebraico-operativo, antes de proceder a la obtencién del
resultado.

Como dejan suponer las consideraciones anteriores la frontera entre problema vy ejercicio, tal como se
emplean estas palabras en las clases de matematicas, es cambiante y de lineas poco nitidos. Una
misma cuestion puede ser considerada como problema o como ejercicio, dependiendo del contexto en
que se sitle y del nivel de conocimiento matematico que tenga aquel a quien va dirigida. Se la
considerarda como ejercicio si esta planteada como aplicacion de una estructura matematica ya
establecida. En un porcentaje muy alto cuestiones candidatas a la consideracion matematica de
“problemas”, al situarlas en un determinado contexto o dentro de una determinada "tecnologia"
expositiva, pasan a la consideracion de simples ejercicios.

Asi el enunciado:
Calcula la suma de los 100 primeros nimeros naturales.

si se formula en el contexto de las sucesiones aritméticas, una vez obtenidas las formulas del término
general y de la suma de los ‘n’ primeros términos de dichas sucesiones, o si se propone como ejemplo,
por supuesto bastante tedioso, del algoritmo de la suma, en ambos supuestos se dice que encierra un
ejercicio. Con esta ultima intencion fue propuesto al joven Gauss por su maestro. Mas Gauss, que adn
no habia adquirido los rudimentos de la teoria de sucesiones, lo elevé de categoria transformandolo en
problema y resolviéndolo de forma imprevista y general. La misma sensacién que experimentara el
joven Gauss es posible sentirla si se recurre al analisis de los cuadrados de la tabla:

vt | 10| eee 8 || 83383
CUADRADOS T_T T ?—? ? ? ng
4 9 16 25

contando todos sus elementos mediante el recorrido de los puntos de cada cuadrado en la direccién
definida por las diagonales.

La frontera imprecisa a la que antes se ha aludido induce a suponer que los ejercicios y los problemas
tienen muchas cosas en comun. En primer lugar para que una cuestidon pueda ser tratada como
problema o ejercicio es necesario que sea minimamente comprensible para aquel a quien se propone.
De lo contrario seria pura jerga, que solo sirve para hundir en la desesperanza a aquellos a quien es
propuesta. No tiene sentido proponer a alumnos de secundaria no capacitados para ellos cuestiones
gue requieran conocimiento de calculo infinitesimal o que supongan el dominio maduro de las
herramientas del algebra.

Histéricamente hubo cuestiones que durante muchos siglos fueron tratadas como verdaderos
problemas dignos del mejor genio matematico y que sin embargo hoy dia dentro de la teoria apropiada
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se consideran simples ejercicios. El famoso problema de los puentes de Kdnisberg, que en tiempos de
Euler constituia motivo de publica y popular discusién, se tiene por trivial dentro de la teoria de grafos, a
la que el problema antes mencionado dio nacimiento.

El enunciado decia asi:

La ciudad de Kdnisberg estaba atravesada por el rio Pregel, en cuyo cauce habia dos islas unidas por
siete puentes, como muestra el grafico siguiente:

¢Podrian sus habitantes dar un paseo recorriendo todos los puentes sin repetir ninguno?

El calculo de las rectas tangentes constituyé un colosal problema en los albores del calculo infinitesimal,
al igual que la resolucion algebraica de ecuaciones lo fue en el Renacimiento Italiano. Ambos, sin
embargo, son simples ejercicios dentro de las correspondientes teorias matematicas.

Otras veces sucede que una propuesta que en un determinado nivel de ensefianza es candidata a ser
catalogada como problema se diluye como un azucarillo al dividirlo en tantas partes que cada una de
ellas sea trivial. Supéngase que a alumnos con nivel adecuado se les pide la siguiente actividad:

Demostrar que al unir los puntos medios de cualquier cuadrilatero se obtiene un paralelogramo,
Y para conseguir tal propdsito se les proporciona el siguiente guion y dibujo:

e Sobre un cuadrilatero ABCD dibujar el cuadrilatero QRSP, donde Q es el punto medio de AB, R el
punto medio de BC, S de CD y P de DA.

e Dibujar las diagonales BD y AC del primer cuadrilatero.

e Aplicar el teorema de Tales para comprobar que PQ es paralelo a BD y RS a BD. Concluir que PQ
Yy RS son paralelos.
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¢ Demostrar analogamente que QR es paralelo a PS.

A medida que se avanza en el conocimiento matematico con frecuencia la frontera entre los ejercicios y
los problemas se hace mas borrosa. Cuando a los alumnos de los ultimos cursos de bachillerato se les
propone el estudio analitico y la representacion grafica de una funcion no es facil clasificar tal propuesta
como ejercicio o como problema, debido a la cantidad de conocimientos y herramientas que es
necesario manejar, y a la revision constante a que deber sometidos los resultados parciales con objeto
de encajarlos unos en otros.

3. LOS PROBLEMAS Y SU IMPORTANCIA

Puede afirmarse que en “el principio de la Matematica fueron los problemas”. Han sido y son los
problemas los que hicieron surgir la Matematica. Bajo su aliento el hombre forjé sus armas intelectuales
y pulié las teorias matematicas. De los griegos no so6lo hemos heredado los teoremas de sus grandes
genios, como Euclides y Arquimedes, sino también los tres problemas llamados “clasicos”:

e La triseccion del angulo
e La cuadratura del circulo
¢ La duplicacion del volumen del cubo.

Los griegos también nos legaron el “terrible” enigma de las “magnitudes inconmensurables”, que
finalmente en el siglo XVII fructificaria en el calculo infinitesimal.

Las complicaciones y los problemas en la gestién de los tributos, en el comercio y en general en las
actividades econOmicas, artesanales e industriales, dieron lugar a los sistemas de numeracion y a las
operaciones con los nimeros, hasta desembocar en el “moderno” sistema decimal.

Alrededor del afio 1651, Antoine Gombauld, conocido como Caballero de Méré, gran aficionado a los
juegos de azar, planteé dos problemas que de las manos de Pascal y Fermat condujeron al nacimiento
del calculo de probabilidades. He aqui los dos problemas en esencia:

1) ¢Es 0 no ventajoso jugar apostando cantidades iguales a que, por lo menos, aparece un 6 en
cuatro tiradas de un dado?

2) Dos jugadores, lanzan sucesivamente una moneda, el primero gana si sale cara y el segundo si
sale cruz. Apuestan una cantidad que ganara el primero si salen 6 caras antes que 6 cruces, en
caso contrario ganara el segundo de los jugadores. El juego debe ser interrumpido cuando el
primer jugador lleva ventaja de 5 a 3. ¢ Como deben repartirse la apuesta?

Un problema exige experimentar, es en cierta forma una aventura intelectual completa.

En la ensefianza primaria y secundaria, y siempre que sea posible, es conveniente que los problemas
puedan simularse y manipularse en parte 0 en sus formas mas simples. Bajo este aspecto las
modernas herramientas informaticas permiten crear entornos virtuales. Las hojas de calculo pueden ser
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Utiles en la simulacion de propiedades numéricas y los programas de geometria interactiva, tipo
Geogebra, lo seran en el de las propiedades geométricas..

Asi puede ser interesante para los alumnos que trabajan con la divisibilidad de numeros enteros
problemas del corte siguiente:

Caracterizar los nimeros que sélo tengan 1 divisor, los que tengan 2, 3, 4.

Es posible recorrer un segmento de nimeros naturales calculando el nUmero de divisores de cada uno
de ellos, reflejar los datos en una tabla y tratar de inferir de qué nimeros se trata, formular hipotesis
sobre su caracterizacion, comprobar si tal hipétesis es correcta ...

O, por ejemplo, si se desea trabajar el tema de los angulos en relacion con la circunferencia
experimentar, mediante Geogebra, con la medida de los angulos inscritos, semiinscritos etc.

Evidentemente, como anteriormente se ha comentado, los problemas lo son a un determinado nivel de
la ensefianza y del conocimiento. Lo que es un problema para los alumnos no lo es en general para el
profesor. De ahi la dificultad para éste de meterse en la piel de aquél. Y la tendencia de los profesores a
convertir en ejercicios lo que para el alumno es conveniente que sean problemas. El profesor no debe
suplantar al alumno, debe ayudarlo en el descubrimiento, formulando preguntas, abriendo nuevos
caminos cuando se llega a callejones sin salida... Incluso cuando realiza aquellas explicaciones que
considera imprescindibles debe hacerlo de forma tal que parezca que el camino surge a medida que lo
recorre.

Es frecuente que muchos de los algoritmos que se ensefian en las clases de matematicas resuelvan
grupos enteros de problemas ya formalizados. Sin embargo no se acostumbra a prestar atencion al
analisis de los mismos, a la observacién de sus estructuras comunes, a la creacion de un lenguaje
minimo, a su formalizacion, resolucion y posterior discusion. El problema como tal desaparece y en su
lugar se ensefia la respuesta al mismo antes de que sea formulada la pregunta. Asi, por ejemplo, se
“venden”, sin previa experimentacion y casi siempre fuera de contexto, los diferentes métodos de
resolucion de los sistemas de ecuaciones lineales: reduccion, igualaciéon y sustitucion.

En su fase inicial los enunciados que llevan al planteamiento de ecuaciones constituyen un buen
ejemplo de lo que se entiende por problema siempre que se siga una metodologia determinada.

Considérese el siguiente enunciado:

Un motorista emprende un viaje. El primer dia recorre los del trayecto, el segundo dia los % de lo que
le falta aun por recorrer y el tercer y ultimo dia recorre los 200 kildmetros que le faltan para llegar a su
destino. ¢ Cual es la longitud total del camino?

Para resolver este tipo de problemas se necesitan varios requisitos previos:
e Dominio de las operaciones con fracciones.
e Uso operativo en contexto de la preposicion “del”.

Una vez adquiridas las dos destrezas anteriores puede pasarse a la formulacion algebraica del
enunciado, siguiendo el guion siguiente:
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¢ Eleccion de la incognita. En nuestro caso es natural llamar ‘x’ a la longitud del camino.

e Descripcion de cada uno de los objetos que intervienen en el enunciado usando la incégnita
anterior y las operaciones algebraicas. Las tablas pueden ser de gran ayuda para resumir la

informacioén:
Trayecto recorrido
Primer dia %x
Segundo dia %(X_éxj
Tercer dia 200 km

e Buscar la igualdad implicita. En nuestro caso radica en el hecho de que el trayecto se ha dividido
en tres partes de forma que la suma de lo recorrido en cada una de ellas debe ser igual al total del
trayecto.

gx+§(x—gx +200=x
5 4 5

¢ Ya solo falta la resolucion algoritmica de la ecuacion anterior.

El problema anterior admite otro enfoque mas sencillo, sin recurrir a las ecuaciones, viendo qué parte
del recorrido total son los dltimos 200 km.

Esta suele ser una de caracteristica frecuente en los problemas: la multiplicidad de caminos a seguir.
En general los problemas no se proponen codificados y no han sido ensefiados como tales
previamente. De ahi que la resolucién de un problema afiade algo nuevo a lo conocido; permite crear
nuevas redes intelectuales y puntos de vista diferentes. Al resolver problemas se ensefia a leer,
codificar, interpretar, representar, estimar, hacer conjeturas, sugerir explicaciones...

Por otra parte los problemas apelan con frecuencia a conocimientos de campos diversos, no siempre de
matematicas; analizando las relaciones entre los mismos.

4. LOS EJERCICIOS Y SU IMPORTANCIA

Muchos de los problemas, como luceros que iluminan el camino, han llevado al ser humano a la
formulacion de teorias matematicas y cientificas. En éstas con frecuencia los problemas pierden algo de
su misterio, de su halo magico, quedando relegados a restos arqueoldgicos y conservando su prestigio
intacto en la ensefianza que les otorga nueva vida. Los problemas sirven de acicate al conocimiento
pero la finalidad de éste es dominarlos. Al igual que el hombre aprende a andar sorteando obstaculos y
resolviendo cierto tipo de dificultades, hasta convertir el caminar en una rutina y costumbre, asi también
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las teorias cientificas amansan los problemas y los convierten en rutinas, en ejercicios. Solo asi el
hombre puede plantearse otros retos y la ciencia otros problemas.

Cuando los problemas son “resueltos” por las teorias cientificas éstas los convierten en ejercicios. Solo
asi las teorias estan capacitadas para plantearse nuevos retos y solucionar nuevos problemas. Debido
a ello en la dialéctica problema ejercicio reside en parte el ser de la ensefianza. Uno de los quehaceres
del profesor es que una vez que los problemas han destilado toda su esencia en la elaboracion de las
teorias aquéllos se conviertan en ejercicios, en rutinas.

La finalidad principal de los ejercicios es la consecucion de destrezas, de manera que tras su repeticion
puedan realizarse en el menor tiempo posible, y no supongan una rémora en el progreso posterior .
Dichas destrezas se refieren tanto al dominio de algoritmos como a la adquisicién de conceptos y al uso
de un lenguaje apropiado.

La consecucion de habilidades en el manejo de los algoritmos es el terreno 6ptimo para la realizacion
de mudltiples ejercicios. Buena prueba de ello es la proliferacion en los libros de texto de ejercicios que
versan sobre las operaciones con fracciones o la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales por
diferentes métodos.

Si bien los algoritmos se prestan a la realizacién de mdltiples ejercicios éstos también son frecuentes
cuando se desea comprender y utilizar determinados conceptos y estructuras linguisticas.

Asi si se desea ejercitar la traslacion mateméatica de la estructura linglistica “de” cuando ésta se
encuentra entre dos numeros (que tan util sera posteriormente en el lenguaje algebraico) se puede
recurrir a enunciados como:

e ¢ Qué cantidad es el triple “de” 20?

e ¢ Qué cantidad es el doble “de” % de litro?
e (Qué cantidad es los % “de” 5 kilbmetros?

e (Qué cantidad es los % “de” g?
e ¢Qué cantidad es el 30% “de” 200€?

Todos estos enunciados tienen la misma estructura linglistica y consecuentemente es oportuno que
correspondan a la misma operacion matematica.

Otro ejemplo, éste tomado del campo geométrico, podria ser:
Nombra, justificando la respuesta, los distintos tipos de cuadrilateros de la figura adjunta:
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5. CONCLUSION

La metodologia de la ensefianza de las mateméaticas necesita tanto los problemas como los
ejercicios. La escasa valoracidon y empleo, qué no se ha de decir de la carencia, de uno cualquiera
de ellos produce pardlisis y pérdida del vigor de la razén, del discurso y de la autoestima.
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