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Resumen

El problema de las magnitudes inconmensurables desplazé en la Grecia Clasica el centro de la
matematica desde la aritmética a la geometria. Con este articulo se pretende divulgar los llamados “tres
problemas clasicos de la geometria griega” que como tales fueron heredados por los matematicos de
los siglos posteriores. Y que solamente en el siglo XIX, desde una optica completamente distinta, serian
solucionados.

Palabras clave

Cuadratura, duplicacion, triseccion.

1. INTRODUCCION
La tradicion ha considerado que los tres principales problemas geométricos legados por la matematica
griega a los siglos posteriores eran:

e La duplicacion del cubo

e La cuadratura del circulo

e La triseccion del angulo.

Aungue la misma tradicion sostenia que la solucién de estos problemas debia realizarse de forma
constructiva con regla no graduada y compas, hay historiadores de la matematica que opinan que esta
restriccion carece de base argumental. Y en su favor mencionan algunas curvas conocidas por los
matematicos griegos y que al parecer tendrian su origen en los intentos de solucion de estos
problemas.
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2. LA DUPLICACION DEL CUBO

¢, Cémo puede construirse, con regla y compas, un cubo cuyo volumen sea el doble que otro?

El problema quedaria resuelto mediante la construccion de su arista con los instrumentos antes
mencionados. Resulta obvio que ésta no podria ser el doble pues en dicho caso el volumen del cubo se
habria multiplicado por 8.

A la sombra del problema de la duplicacion del cubo surgirian en la Grecia Clasica invenciones y
leyendas.

Asi cuenta Theon de Smirna que los atenienses enviaron una delegacion al oraculo de Apolo en Delos
para ver la manera de poner remedio a la epidemia que diezmaba su ciudad y que

cuando el dios anunci6 a la gente de Delos por medio del oraculo que para acabar con la plaga debian
construir un altar de tamafio doble del que existia, cayeron en gran perplejidad, tratando de encontrar la
forma en que un sélido podia ser duplicado, yendo a preguntar a Platon sobre el problema. El les dijo
gue el dios habia dado esta respuesta no porque quisiera un altar de doble tamafio, sino porque él
deseaba, al presentar este problema ante ellos, reprochar a los griegos su negligencia con las
matematicas y su menosprecio de la geometria.

La duplicaciéon del cuadrado es el problema en el plano analogo al de la duplicacion del cubo en el
espacio. Sin embargo aquél es de facil solucion.

Figura 1: Duplicacion del cuadrado

Basta con construir un nuevo cuadrado cuyo lado sea la diagonal del primitivo. Si el lado de éste se
designa por L, su area es S =L%. Su diagonal mide L2 y el area del cuadrado a construir es

S = (L\/E)Z =2L2. La duplicacién del area del cuadrado es equivalente a la representacion del nimero

V2, solucion de la ecuacion x? = 2. La duplicacion del cubo equivaldria, pues, a la representacion del
numero /2, solucién de la ecuacion x* = 2.

Mediante la utilizacion de la regla y el compas los gedmetras griegos trazaron paralelas a una recta
dada, construyeron rectas perpendiculares a otra desde un punto, idearon un procedimiento para
representar las raices cuadradas de cualesquiera nimeros enteros
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Figura 2: Espiral de Teodoro de Cirene

representaron otros numeros como “el nimero de oro”, o raz6n A&urea, construyeron poligonos
regulares.... Sin embargo con los mencionados instrumentos no lograron duplicar el volumen del cubo o

construir el namero /2.

Fue preciso recurrir a nuevas curvas, como la cisoide de Diocles.

Figura 3: Cisoide de Diocles

Modernamente la construccion de ciertos nimeros, como la raiz cubica de 2, a partir de curvas como la
cisoide reviste en general mucho menos interés tedrico que el que podia tener en una época en que la
construccion de curvas se realizaba simplemente mediante interseccion de superficies (modo como los
griegos definieron las cénicas) o mediante simples movimientos como el de rotacion y traslacion. El
algebra, desconocida para los griegos de la época heroica, y la asociacién de las operaciones con
funciones y la representacion de éstas en un sistema cartesiano de referencia han sacado del centro de
la escena los métodos geométricos de construccion y de representacion de los numeros. ¢Por qué
recurrir a la cisoide de Diocles cuando puede simplemente recurrirse a la funcién raiz cubica y a la
curva por ella generada?
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Figura 4: Grafica de la funcién raiz cabica

Hasta el siglo XIX no lograron los matematicos demostrar la imposibilidad de la duplicaciéon del cubo
con los Unicos instrumentos de la regla no graduada y el compas. Y para ello tuvo que trasladarse el
problema del campo geométrico al algebraico y asociar las rectas con ecuaciones lineales y las
circunferencias con ecuaciones de segundo grado. Cualquier nueva construccion que utilizara los
instrumentos clasicos conduciria inevitablemente a ampliaciones en el cuerpo de los numeros
generadas por los datos iniciales mas sucesiones de raices cuadradas de éstos. No es posible, pues,

con los Unicos instrumentos de la regla no graduada y compas, a partir de la unidad construir la 32,
raiz cubica de 2, ni por tanto duplicar el volumen de un cubo.

3. LA CUADRATURA DEL CIRCULO

¢,Puede construirse un cuadrado con regla y compas un cuadrado de la misma area que un circulo?

El problema de la cuadratura del circulo esta en buena medida relacionado con el anterior. Ambos son
problemas concretos, que versan sobre figuras geométricas particulares, el primero sobre el cubo, el
segundo sobre el circulo. Mientras que la duplicacion del cubo intenta obtener de forma geométrica la
medida de un segmento que involucra numéricamente a la raiz cubica, la cuadratura del circulo trata de
obtener de la misma manera la superficie de un circulo. Y ello de la Unica forma posible en la cultura
matematica griega: construyendo un cuadrado de la misma area (técnica de las cuadraturas). AUn no
habia sido descubierta el algebra y no tenian sentido las férmulas magistrales que se aprenden en la
escuela. Tampoco disponia la cultura griega del sistema de numeracion decimal y de los métodos de
calculo inherentes al mismo.

Los griegos lograron cuadrar las figuras mas simples, lo que permitia calcular su area transformandolas
en otras figuras de area conocida y en ultimo término en cuadrados.
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Figura 5: cuadratura del rectangulo
La cuadratura anterior utiliza varios teoremas geométricos:
¢ Los angulos inscritos en una circunferencia y que abarcan una semicircunferencia son rectos.

e La altura (h) sobre la hipotenusa en un triangulo rectangulo es media proporcional de los
segmentos en que aquélla la divide (a y b).

Por ende h? =ab, siendo a y b también los lados del rectangulo. Y el area del cuadrado de lado h es
igual al area del rectangulo de lados a 'y b.

La figura que sigue describe la cuadratura del triangulo y a partir del éste, por simple descomposicion
en triangulos, se podrian cuadrar las figuras poligonales

Figura 6: cuadratura del triangulo

Se cree que la primera figura no poligonal que logré cuadrar la matematica griega fue la lunula de
Hipdcrates.

Figura 8: Lunula de Hipdcrates
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La linula de Hipdcrates esta limitada por una semicircunferencia de centro C, punto medio del
segmento AB, y de un cuadrante de circunferencia de centro O y radio OA, mitad de la diagonal del
cuadrado de lado AB. Es facil comprobar que el area del semicirculo de diametro AB coincide con el
area del cuadrante OAB y en consecuencia el area de la lunula de Hipdcrates coincide con la del
triangulo isésceles OAB.

Nada tiene de extrafio que los matematicos griegos ante el éxito de la cuadratura de la lunula de
Hipdcrates buscaran con ahinco la cuadratura de la principal figura curva, el circulo, simbolo por
excelencia de la regularidad, perfeccion y belleza.

Pero la cuadratura del circulo escondia en su interior un demonio mas esquivo que el que se escondia
en la duplicaciéon del cubo. En lenguaje numérico este Ultimo escondia el nUmero raiz cubica de 2,
solucion de la ecuacion x*-2=0. Mientras que tras la cuadratura del circulo se ocultaba el nimero T,

el cual no es posible definir a través de las operaciones elementales, del algebra. No existe ninguna
ecuacion con coeficientes racionales que tenga entre sus soluciones al nimero T,

La raiz cubica de 2 puede definirse como aquel nimero que al elevarlo al cubo se obtiene el nUmero 2.
No existe ninguna definiciébn parecida ni de lejos para el numero 1. Los matematicos han creado un
nombre especial para este tipo de nimeros. Los llaman numeros transcendentes o no algebraicos. Si
ya era imposible duplicar un cubo con la regla no graduada y el compas, jcuanto mas lo seria cuadrar el
circulo! Lindemann en 1880, siglo XIX, demostraria que el nimero 1T era un nimero transcendente y en
consecuencia el circulo no podia ser cuadrado recurriendo a los instrumentos clasicos de la regla y el
compas.

4. LA TRISECCION DE CUALQUIER ANGULO

¢,Puede dividirse con regla y compas un angulo en tres partes iguales?

La triseccion de los segmentos, incluso su division en n partes iguales, habia sido realizada por los
matematicos griegos a partir del teorema de Tales.

Figura 9: Triseccién de un segmento

Ciertamente es conocida la forma de biseccionar un angulo, como puede verse en la secuencia de
vifietas.
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Figura 10: Construccion de la bisectriz

También es posible dividir en tres partes iguales determinados angulos como 90°. Bastaria con
construir a partir de un segmento AB un triangulo equilatero, para a continuacion trazar una recta

perpendicular a AB.

30 grados

Figura 10: triseccion del angulo recto

Incluso angulos como 108° pueden ser divididos en tres partes iguales al ser el angulo interior de un
pentagono regular, cuyas diagonales permiten trisecarlo facilmente.

Pero los matematicos griegos buscaban un método general que de forma similar a como ocurria con la
biseccién permitiera dividir un angulo en tres partes iguales.

Para ello recurrieron a curvas, como la cuadratriz de Hipias.
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Figura 11: Cuadratriz de Hipias

Su construccioén se atribuye a Hipias de Ellis (460-400 a.C). Es la primera curva, aparte de las rectas y
circunferencias, de la que existe mencion en la época clasica. Parece que fue conocida antes que las
conicas. Se trata de una curva mecanica, obtenida como lugar de interseccion de una recta horizontal
gue se mueve a velocidad constante en direccién vertical y otra que gira con velocidad angular
constante, siendo ambas rectas perpendiculares en el momento inicial y coincidentes en el final.

La cuadratriz de Hipias, llamada asi porque generalmente se construye a partir de un cuadrado, permite
dividir un angulo ORP en tres partes iguales, trasladando horizontalmente el punto P de interseccion del
angulo con la cuadratriz para obtener el punto B. La division del segmento AB en tres partes iguales y la
traslacion del punto C de nuevo horizontalmente a la cuadratriz permitian obtener el angulo ORQ,
tercera parte del angulo original. La misma curva puede utilizarse de forma analoga para dividir un
angulo en cualquier nimero de partes iguales.

Arquimedes dedic6 parte de su tiempo, como no podia ser de otra manera, al problema de la triseccion
y disefié varios métodos para tal fin. Uno de ellos se basa en la espiral que lleva su nombre y cuya
ecuacion en coordenadas polares es p =ké. Dicha ecuacion hace coincidir la coordenada radial con la
angular salvo constantes, de forma que para trisecar un angulo en tres partes iguales bastaria con
considerar el correlato radial, dividir éste en tres partes iguales y a continuaciéon buscar el angulo
correspondiente.

Eje
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Figura 12: Uso de la espiral de Arquimedes para triseccionar un angulo

Arguimedes también construiria el método que a continuacién se describe:

Figura 13: Otro método de Arquimedes

Para dividir en tres partes iguales el angulo BOA bastaria con trazar por A una recta que corte al eje OB
y a la circunferencia en los puntos C y D, de forma que la distancia CD coincida con el radio de la
circunferencia. El angulo OCD seria la tercera parte del angulo inicial.

La determinacion de tales puntos D condujo a nuevas curvas llamadas concoides de Nicomedes (280-
210 a.C)).

Figura 15: Distintas concoides de Nicomedes

La demostracion de la imposibilidad de la trisecciébn con regla y compas tiene similitudes con la
demostracion de la imposibilidad de la duplicacion del cubo. Al igual que en éste en aquél el problema
se traslada al campo algebraico. Por ejemplo no es posible construir un angulo de 20°, a partir de uno
de 60°. La abscisa o coseno del angulo 20° deberia satisfacer en virtud de las formulas de la

trigonometria la ecuacion 4x* —3x=§. Y ninguna raiz de esta ecuacién podria generarse a partir de

ampliaciones de los niumeros racionales mediante raices cuadradas. Y en consecuencia el problema de
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la triseccion del angulo no puede admitir una solucién genérica mediante los instrumentos clasicos de la
regla y el compas.
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